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ホモジニアスなりアルタイム通信システムの
上限付き平均応答時間とトラヒック
海老原義彦? 張 興局T
ホモジニアスなリアルタイム通信システム環境で，暗躍型プロトコル構成の多対多通信システムにおける通
信・システムの最大容撃を解析的に求めた.すなわち， リアノレタイム通信処理を満たす平均応答時間の上限値が
与えられたときの最犬トラヒック議と上限平均応答時間の関係式をプロトコル階層4まで求めている. さら
に，各/ード関で流入トラヒックにアンバランスがあった場合，上限平均応答時間iζ与える影響についても述
べている.
Constrained Mean Response Time and Tra銭cin Real幽timeComm uni-
cation Systems with a Homogeneous Environment 
YOSHIHIKO EBIHARAt and XING ZHOU ZHANGt 
The maximum tra缶ccapacity of multi-points communication has been studied in the 
condition of a homogeneous environment of real-time communication systems with hier-
archical protocol structure. When the upper limit of a mean response time is given， the 
relationship between the maximum input tra伍cand a constrained mean response time of 
the corresponding protocol layers has derived up to layer 4 in the proposed mode1. 
Furthermore， the effects of imbalanced input tra茄con a constrained mean response time 
are aIso investigated. 
1.まえがき
音声や画像などのマノレチメディアを扱うリアノレタイ
ム通信環境では，エンド・トゥ・エンドの応答時間の
評価が重要となる1) 特l乙通信システムに流入する
トラヒックが極端に増加すると，応答時間が劣化し，
リアノレタイム通信処理が菌難になる場合がある 2) こ
のような場合，一つの方法として， リアノレタイム通信
処理が行えるように，流入トラヒック量を抑えて，応
答時間の上限を保証してやることが必要となる.乙こ
では，応答時間の上限値を上限応答時間と呼ぶ.
リアノレタイム通信処理の環境で，通信システムに流
入するトラヒックを制限し，上限平均応答時間以下に
満たすには，どの程度まで流入トラヒックを許したら
よいかが重要なシステムパラメータのーっとなる.す
なわち，物理的通信、ンステムの最大容量でなく，平均
応答時間を上限植以下に保つという制約条件がある場
合の通信システムの最大容量を求める問題となる.
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ζこでは，問機種からなるホモ、三ニアスな通信ノー
ドからなり，階層型プロトコノレ構成の多対多通信、ンス
テムを対象とする.先の論文3)で得られた平均応答時
間をもとに，平均応答時間の上限値が与えられた時の
通信システムの最大容量を求めた.また，最大トラヒ
ック量と平均応答時間の関係をプロトコノレ階層 4まで
解析的に求めた.
以下， 2章では，通信システムのモデノレ化と諸定義を
述べる.3章では，最大通信システム容量について算出
する.4章で，得られた結果について考察・評価する.
2.通信システムのモデル化と諸定義
対象とする通信システムは M 偲の同機覆ホストか
らなるホモジニアスなシステム構成とする.また，通
信システムはL階層のモジュール構成からなり，メッ
セージの待ち行列はモジューノレごとにできるものとす
る(毘1参照).
先の論文では，M/M/l待ち行列をもとに，階層型
プロトコノレをもっ通信システムにおける多対多通信の
平均応答時間を求めた.その解析結果を式(1 )に示
す.さらに，M立 2や M=3の場合の実システムの測
1821 
( 1 ) 
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λ1 M M M 
T= 2: 2: AijTU/ 2: 2: λu 
ただし，Tt'J は次式で表される.
L L 
Tij=2 2: 2: nktr 
r::=lk=:l 
No.8 Vol. 34 
通信システム全体の平均応答時間の上限値 tが与え
られたとき，乙の条件を満たす入力トラヒックの関係
式を求める.兵体的には，通信システムに流入するト
ラヒック最をトラヒック率で表し，総トラヒック率が
最大になる条件を求める.
まず，式(2)の η仙を次式のめで置き換える.
L 
2: ndr=ar 
arは第ァ j菌の取り扱う総メッセージを処理するそジ
ューノレ処理時間である.まとめると次のようになる.
Zjz2781[ 
1M M ¥、
ar/~l-arl 2:んパー 2:Aij 1 
十村刊叫αι叫r/小一ιペべC~五L与22LふむÆ戸戸えんんjμi-Iト-2五L1f戸1ん寸i
乙れを(仏1)式iに乙イ代t入して，整理すると次式になる.
L M M r 
T=22: 2: 2:1 
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(3 ) 
また， M孟2，え，':'口Oとする.
3.最大通信システム容量を
M λf 
2: 2: Aij 
1M M 
]内の分母lζ(2:λji+2:Aij)を共有する項向士
をまとめると， (5)式は次式となる.
L M rλ1 M 
T=22: 2: I arlL:んパ-L: Aij 1/ 
(卜1ト〕一→αr(倍(倍巴21えんjけ2三Aんiりj川)
(6 ) 
んをノ一ド iの流入.流J出品するトラヒツクとすると，
以下のそれぞぞ、れは，
(4 ) 
L-th 
module 
r-th 
module 
1 st
module 
定値3)パ}との比較により，近似的ではあるが，解析結
果の平均応答時間が合うことを示した.こ乙では，一
般の MIC対して式(1 )が成り立つものと仮定して，
議論を進める.
式(1 )に使用されているパラメータについて説明す
る.
T: 1偲のトランザクションが通信システムを在復
する系金体の平均通過時間を平均応答時間とす
る.
T.i:ノード iからノードjをアクセスするトランザ
クションの平均応答時間.
んj:ノード iからノードjをアクセスするトランザ
クションの平均到着率(鼠2参照).
れ 1回のトランザクションK対して，第h階層モ
ジューノレで生成される送受信制御メッセージ
数.
れ:ノードの第ァ階層モジューノレの平均メッセージ
処理時間.
算出方法の詳細は先の論文に譲る乙とにする.結論と
して，T は次式となる.
Control 
Messages 
/ 、
¥/
/、、
¥/
/、
¥/
L-th 
module 
(5 ) j-th nooe j-th nooe 
図 1 通信システム構成
Fig. 1 Structure of a communication system. 
Traffic Rate 
(λil.λi2. 
図 2 通信システムの基本構成
Fig. 2 Basic model of a communication system. 
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¥Zけ ZJij)=1z，(JlJM 
M M M 
2:2:ん;=22:Ai (7 ) 
となるので，式(1 )は次のように表せる.
1M L M 
T=l/2:ん.2: 2: arAi/(l-arA") (8 ) 
ただし， amax=max(al， a2，…，aL)とすると，式(8)が
成立するん・の範囲は， 0くみ・く1/amaxである.
(9 ) 
次に Lagrangeの方法iとより，平均応答時簡が上限
徳川T三五t)を満たす条件のもとで，流入トラヒック霊，
M M M 
え=2: 2:ん}=2Eん (10) 
が最大となる λとtとの関係式を求める.えはんに対
して，単鵡増加関数である.
ζ乙で，
t=T， 
M 
F22ZJi十ρlt
M L M 
-(1/ E ん).E 2: arん/(1-arAi)} 
(11) 
とおく.ただし， ρは未定係数である.ρおよびんに
関して偏微分をする (dF/dんの計算は付録参照). 
Me an 
Tjme 
H.esponse 
T 
O 
1 n 
oF/oρ口 Oより，
M L M 
t=1/Eえf・E E arAi/(lー めん) (12) 
M L 
OF/OAi=2+ρt一{ρ/i~l Ai) • r~l ar/ 
(1-arAi)2 
OF/OAi=Oより，
L 1M ¥ 
EIGAl-GJi)22(2十ρt)\i~lAi)lρ (13) 
上式iζi手jなる jを選び，ん・の代わりにんを代入
する.代入した式で(13)式を割る.
L~1 ar/(1-arAi)2} I L~l J命 めーん) f/ 1三1ar/(1-arA})2} = 1 
(14) 
すべての i，jIC対して，
ん=ん (15)
が成り立つ. ζこで， Ai=Aj=えとおくと，式(8)は
次式となる.
L 
T= E ar/(1-arit) 
r=l 
(16) 
次に与えられた ttと対して，式(16)を満たすえを求
める.x=Aとおく.
L 
t= 2: ar/(1-arx) 
r:=l 
(17) 
ただし，式(9)の条件から OくZく1/am叫また，
the case o f al>a2>a3>a ‘>0 
X 
歯 3 4次方程式の概略グラフ
Fig. 3 Graph of a biquadratic equation， 
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L 
x>Oより，t> L; ar (18) 
r=l. 
次l乙 (17)式から tが与えられたときの Z を求め
る.函 3は a1> az > as > a4で L=4の場合の式(17)
のグラフを示している.与えられたttC対して，グラ
フから四つの正の実数根を持つことがわかる.また，
al， az， a3， a4の大小関係を入れ換えても同様なことが
言える.乙のことから求める根の算出過程では"以下
の前提のもとに議論を進める.
前提①グラフより Z のL(L=1，-..，4)次方程式(17)は
与えられたttC対して，L偲の正の実数根を持
て〉
したがって，式(17)の成立する Z の範留は， 0くZ
くl/amaxであるので，L個の正の実数摂のうち，最小
の根を求めればよい.
まず，L=lの場合，式(17)を満たす Z は次の 1次
式の解である.ただし， αrt手O.
a1t:t -(t-a1)= 0 
ゆえに，
x=1/a1-1/t 
L=2の場合，
(19) 
(20) 
αW2tx2十(2aW2-mt-a2t)x十tー a1-a2=0
乙乙で，
α口 (ρ2αl叫a2一α1t一α2t)ν/α1叫αd
b=口=(t一a1一a2心)ν/αl凶a2t 
(21) 
とおくと，次のように変形できる.ただし，aW2t手O.
x2十ax十b=O (22) 
小さいほうの求める解として，次のようなZが得られ
る.
x={-a一(a2-4b)1/2}/2 
L=3の場合，
(23) 
a1a2a3tx3十{3a1a2a3一(a1a2十a2a3+a3a1)t}x2 
十 {(al十a2十αが-2(ma2十a2a3十a3a1)}x 
十(a1十a2十a3)-t=0 (24) 
乙ζで，
ι(6filar-(ふr+tr~la;}/寸lGr，
bt(tAar-Glar)2十五djdGr，
ベAlar-tシtripただし， tiiyo
とおき，書き直すと次式になる.
x3十ax2十bx十c=O (25) 
Cardanoの方法により， Oヱ=x十α/3とおくと，式
(25)は次の 3の方程式に書き換えちれる.
o3-3po-q=0 (26) 
ただし，p，qは，
p口 a2j9-b/3，
q口一2a3j27十ab/3-c
である.いま ω告 1の原始3乗根とすれば，
(Y-Y1-YZ)(γ一ωYl-ω2y2)(y-ω2.y1-ωY2)
=y3-3YIY2Y一 (yr+y~)
が成り立つ.ζζで，
y1y2=P， γi 十 y~=q (27) 
とおくと，上式は式(26)になる，式(26)の3根 O1，O2， 
むとすると，式(27)かられ仰を一組求めれば，O1， 
O2， O3は，
Ol=Yl十Y2，O2=ωy1十ω2y2，O3=ω2Yl+ωy2 (28) 
となる.これから α/3を引いて式(25)の3根が求ま
る.式(27)かられ，y2を求めるには，Y1. y~ を 2 根と
する τの2次方程式
τ2_qτ十p3=0 (29) 
の根を求めればよい.その 2根をあらためで α，sと
する.付録2から判別式DZ=q2-4p3くOであるので，
α= {q十c(_q2十4p<l)1/2}/2， 
s= {q-C(_q2十4p3)1/2}/2 
と表せる.ただし， cは虚数である.さらに変形して，
α=A(coss十csin s)， 
戸=A(coss-csins) (30) 
とおける.ただし，A cos s=q/2， A sin s=( _q2十
4p3)1/2/2. 
また， cossz十sinθ2=1より，A=p312，ただし，Dz 
=q2_4p3くOより， 0;:;ミポく4p3であるので，p>Oで
ある.
よって， yl， y2は，
y1=α1/3=ρ1/2 {cos(s/3)十csin(s /3)} ， 
y2=ρ/y1= s1/3ェ=ρ1/2{COS(s 13)・-csin(θ/3)} 
(31) 
となる.y1， y2を式(28)に代入して，計算すると，
01=Yl十Y2=2p1/2COS(s/3)，
O2=ωyl十ω2y2=2p1/2cos {(s十2π)j3}， 
O3=ω2Yl十ωY2=2pl/2COS {(θ十4π)/3} (32) 
になる.ここで， σ1，σ%のを次のように定める.
σ1=cos(s/3)， 
σ2=COS {(s+2π)j3} ， 
σ3=COS {(θ十4π)j3}
付録3より， σ1，σ為的関の大小関係はの〉σ3>ので
ある.乙の関係、から，O1>O3>O2が導かれる.
ゆえに，求める最も小さい解として，次のような Z
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が得られる.
x = 2pl/2 COS {()十2π)j3}-a/3 
L=4の場合
ala2a3a4tx4十{4aw仰 a4一(aW2a3十a1a2a4
十a1a3a4十a2a3a4)t}X3十 {(ala2十a1a3十a'W4
十 a2a3十 a2a4~ト 43a4)t-3(α1a2a3十 a1a2a4
十4143a4十aza3a4)}X2十 {2(aW2十α1a3十a1a4
十a2a3十a2a4十a3a'l)-(41十a2十a3十a4)t}x 
十t-(41十a2十a3+a4)=0 (34) 
乙こで，e，f，gとんを次のようにすると，
(33) 
戸 4/ィA43十2U
-3AGιdjdar， 
f口{(会larf五山
???
?
?
??
?
?
? 。????
?
。ー 「??、 、 ? ? ?? ? ?
， ， ， ， ， ? ?
?
? ?
?
?
?
??
??
? 、 、 、
? ?
?
? ?
01((Aldr)2-Adj/triGr 
4 
-L: ar/日αr，
r=l r=:l 
4 4 
h=1/訂 ar- L; ar/t n ar，ただし，
r=l r=l r=l 
4 
t n ar学O
r=l 
次式iζ書き換えられる.
x4十ex3十fx2十gx+h=O (35) 
いま，
y=x十e/4
とおくと，次の Uの方程式lζ書き改められる.
ゾ-sy2-vy-U=0 (36) 
乙乙lζ，
s=3e2/8-J， v= -e3/8十ef/2-g，
u=3e4/256-e2J/16十eg/4-h
乙乙で，2Y=(1十(2+(3とおき，式(36)の補助方程
式(37)を求める(付録4参照).ζのとき， (己 (22，(32 
は次の3次方程式の根となる.
Z3 -2SZ2 + (S2十4u)z-vZ=0 (37) 
いま， yl， y2， y3， y4を式(36)の根とすると， (1， (2，むと
の間に文献5または付録5より次の関係、が成り立つ.
(l=Yl十Y2，
(2=Y1+Y3， 
(3=Y1十y4 (38) 
前提①から式(35)は四つの実数根をもつので，y=x 
十e/4の関係から，yl， Y2，Y3， y4も実数となる.した
がって， (1， (2， (3も実数となる.
a= -2s， b=S2十u，e= -v2 
とおくと，式(37)は次式のように書き改められる.
Z3十az2十bz十c=O (39) 
乙の式の根をあらためて Z1，幻 ，Z3とする.かつ，次
の関係にあるものとする.
Zl=(r， Z2=(~ ， z3=(a 
乙のとき， Zl， Z2， Z'3は，
Zl~O， Z2丞0，Z3~0 
(40) 
(41) 
となる.o=z十α/3とおくと，式(34)は次式となる.
03-3po-q=0 (42) 
ただし，
p=a2/9-b/3， 
q= -2a3/27十αb/3-c (43) 
式(42)の根をあ，02，03とすると，式(42)の判別式 D3
は D3>O(q2_4p3く0)(付録6参照)であるので，L
=3の場合で求めた同様の方法で，次式が得られるの.
01=2pl/2 COS(θ/3)， 
02=2pl/2COS {()十2π)/3}， 
03=2ρ1/2 COS {(θ十4π)/3} (44) 
ただし， θ=cos-1(q/2p3/2)，q2_4p3くO より 0~q2く 4p3
であるので，p>Oである.ゆえに，式(31)の3根は次
式となる.
Z1口 (i=2pl/2COS(θ/3)-a/3，
Z2= (~=2pl/2 COS {(θ十2π)/3}-a/3， 
z3=(a=2pωCOS {(θ+4π)/3} -a/3 
乙ζで， σ1，σ2，のを次のように定める.
(45) 
σl=COS(θ/3)， 
σ2=COS {(θ十2π)/3}， 
σ3=cos{(()+4π)/3} 
付録3より， σ1，σ3，σ2の大小関係はの〉σ3>σ2とな
る.また，式(41)と式(45)の関係から，Z1>Z3>Z2~0 
である.さらに，式(40)から， (1， (2， (3は次式で表さ
れる.
(1=土ztべ
(2=土zi/2，
(3=土ZF2 (46) 
式(46)の平方根の符号は (1(2(3=り によって定まる.
以下， (1(2(3>0とむら(3;三0の二つの場合分けをし
てね， (2， (3)の組み合わせを求める.
ふらふ>0の場合は，乙れを満たす組み合わせは次の
四つである.
(ZF2， z~/2， zjl2) i' -， Z2' -， Z3' -，
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(zF2， -z~/2 ， -z~/2)， 
(-zF2， z~/2， -z~/2)， 
(-ZF2， -z!/2， z!/2) 
ところで， γは，
2Y=(1→(2+(3 
であるので，式(47)を代入すると，次の Yl，γ2，y3， Y4 
の4根が得られる.すなわち，
Yl=(zF2十 Z!/2十 Z~/2)/2，
y2 = (zF2 -Z~/2 -z~/2) /2， 
y3=( -zF2十ZV2-z~/2)/2， 
y4=( -ZF2_Z~/2 十 z!/2)/2 (48) 
これら4根のうち，ylは明らかに他より大きい.残りの
3根間の大小関係、を比較する.それぞれの差をとると，
Y3-Y4=Z~/2 _ZV2， 
Y3-Y2=ZV2-zF2 
となる.ZI>Z3>Z2孟Oの関係、から，四つの根の
うち，最小の根 Uはれとなる.したがって，
y=(-zF2 十 Z~/2-z~/2)/2 
である.y=x十e/4から，求める Z は次式と
なる.
x=( -zF2十Z1/2-Z!/2)/2-e/4 (49) 
ふらふさ三0の場合は，これを満たす組み合わせ 悶
は次の四つである.
( -ZF2， -Z!/2 ー押~/2) ，1 ι2 ， 
(-zF2， Z1/2 ω) r. 2'.， Z3'-， 
(山山川)zi'"， -Z2'.， Z3'-， 
(z}f2， z1/2， -Z!/2) r. Z2'-， z (::0) 
U は，
2Y=(1+(2十(3
であるので，式(50)を代入すると，次
の Yl，Y2， y3， y4の4根が得られる.す
なわち，
yl = ( -zl/2 -z~/2 -Z!/2)/2， 
y2=( -zF2十 Z~/2 十 Z!/2)/2，
y3 = (zF2 -z~/2 十 Z!/2)/2，
Y4=(zF2十ZV2-z!/2)/2 (51) 
ZI>Z3>Z2迄Oの関係、から，四つの
根のうち，最小の根Uは ylとなる.
u 
CJ 
ω 3 0
¥ 
? 。
吋 20
u 
(1) 
ロ 10 
国したがって，
y= (-zl/2 -Z~/2- Z~/2)/2 ト
である.y=x十e/4から，求まる Z
は次式となる.
x= (-zV2-Z1/2-Z~/2)/2-e/4 
(52) 
(47) 
???
?
?
4.寄IH良付き応答時間の数値倒
プロトコノレ階層数 L，各腐のモジューノレ処理時閉め
と平均応答時間の上限tが与えられたときの流入トラ
ヒック λとの関係式を示した.応答時間と流入トラヒ
ックの関係を示す数値例として，プロトコノレ階層数3
と4の場合について示す.関4はプロトコノレ階層数3
の場合で，式(33)より算出したグラフである.鼠5は
プロトコノレ階層数4の場合を示した.なお，グラフに
示した各 (al，a2， a3， a4)の値を使って算出したり(=
ふらふ)の値は正なので，式(49)を使用している.グラ
フの一般的傾向として，平均応答時間の上限値の増加
に伴い，流入トラヒックえは飽和してゆく.鵡和状態
では，少しの流入トラヒックの増減で大きく応答時-間
が変化する ζ とを意味する.
(a )， a " a ，) (l 5， 2 5， 3 5) ， u n i l =m S 
30 
吋 20
(1) 
ロ 10 
同
』
ト
O 0.2 0.01 0.6 0.8 1.0 
S c C. 
図 4 L口 3の上限付き平均応答時間と入力トラヒック
Fig. 4 Constrained mean response time and tra伍C
in the case of L=3. 
(a)， a" 3" 3，) (5，15，20，30)， un i t=mS 
O 0.2 0.01 0.6 0.8 1. 0 
S c c. 
国 5 L=4の上限付き平均応答時間と入力トラヒック
Fig. 5 Constrained mean response time and traffic in the case of L立 4.
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図 6 上限付き平均応答時間に与える不平衡入力トラヒックむ影響
Fig. 6 Effects of imbalanced input traffic on a constrained mean 
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次iζ，各ノード閣の入力トラヒックのアンバランス
が平均応答時間に与える影響について検討する.国 6
は，三つのノードが存在した場合，ノード 3の入力ト
ラヒックゐを固定し，流入トラヒックを一定値 (60
トランザクション/秒)に保ちながら，え2 とんを変
化させた場合を示している.なお，縦軸は t/Tであ
る.各曲線は入力トラヒックのアンバランスが生じる
ほど，平均応答時間の劣化の度合いが大きいことを示
しτいる.
5.まとめ
プロトコノレ階層数L，各層のモジューノレ処理時間 ar
と平均応答時間の上眼 tが与えられたときの最大流入
トラヒックを解析的に求めた.解析結果をもとに，平
均応答時間と流入トラヒックの関係および入力トラヒ
ックのアンバランスが平均応答時間に与える影響につ
いて述べた.一般に通信システムにおいて相手のトラ
ヒック状況を正確に把握し，システム全体の流入トラ
ヒックを制御するのは国難である.しかし，式(15)は
ノード単位で独立にトラヒックを制御できることを示
しており，この条件式を越えない範臨で入力を制御す
れば， リアルタイム処理環境を保てることを示してい
る.
参考文献
1) Shneiderman， B. : Response Time and Display 
Rate in Human Performance with Computers， 
Computing Surveys， Vol. 16， No. 3， pp. 265-
付録 1
式(10)をんに関して偏微分すると，
1M ¥2 r I L M 
dF/dAi=2-ρ/( L;ふi)'1 dj L; L; arAi/ 
(l-arAi)}川会z-3(2f)/
L M 
5ん・ L;L; arんi/(l-arAi)I 
乙こで，第1項のうちの偏徴分は次のように展開され
る.
IL M 、
d1 L; L; arAi/(1ー αrん)f /dAi 
L 
= L; ar/(1-arA，-)2 
ゆえに，
1M L 
dF/dAi=2-ρ/(五川・三lGAl-GJz)2
1M ¥2 L M 
十 ρ/\i~lAi)・5EIGJz/(1-GJz)
また，dF/dρ=0より得た式(11)を上式に代入すると，
1M L 
dF/dAi=2-ρ/( L; Ai)' L; ar/ 
(1-μ )2 十〆/ぺ倍(
dF/dAんi=Oより，
主め/(1-arAi)2=(ρt 十 i~lAi)/ρ 
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間様;にζ，j学iなる jIにζ対しても次の式が得られる.
三ゑ会ふfα必r/(l-aえんjベρt付十J2三岳L1J戸λえんサJう)
お互いの差をとると，
L L 
r; ar/(1-arA，戸-E ar/(1-a.-Aj)2 
r=l r=l 
L 
= r; ar {1/(1-arAi)2-1/(1-arAj)2} 
r=l 
L 
=(えj-Ai) r; ar2 {ar(えj十ん)-2}/ 
(1-arAi)2(1""':'arAj)2ニ O
arんく1，arAiく1であるので，ar(Aj十ん)く2である.
ゆえに，すべての iに対して，
ん=えj
が成り立つ Ai=んえとおくと， (11)式は次式とな
る.
L 
t= r; ar/(l-arA) 
r=l 
付録 2
Z の3次方程式(25)の根を X1，X2， X3とする.前提
①より 3根は正の実数としているので，o=x+α/3 
から導かれる式(26)， 
δ3-3po-q=O 
の3根 01，02，03もO=X十α/3の関係、から実数をとる.
ゆえに，方程式(26)の判別式 D3は D3>0となる.
D3は次式で表される.
D3= (01 -02)2(01-03)2(02 -03)2 
D3を基本対称式の和で表すと，
(01-02)2(01-03)2(02-03)2 
= A012022O32十B(01O2十01O3十0203)3
となる.左右等しくなるように係数A，Bを求めると，
A =ー 27，B=-4となる.また，根と係数の関係か
ら，次式が成り立つ.
or-l-O2十03=0，
0102十0103十δ203ご=-3p，
O10203=q 
この関係式を上式 D3Iζ代入する.まとめると，
D3ニー27(q2_4p3)
ところで，式(29)の判定IJ式 D2は，その 2根を α，s 
とすると，次式となる.
D2=ta-s)2=(α十戸)2-4αF
式(29)の根と係数の関係から α+s=q，αs=戸であ
るので，乙れを代入する.D2は，
D2=q2-4p3 
となる.したがって，Ds=-27D2.また，D3>0 ~とよ
り，D2くOとなる.ゆえに，q2_4p3くO.
付録 3
σ1，σ'2， 173慰の大小関係を求める.式(30)または式
(45)より，cosD=q/(21日/2)である.また，付録2より
O~ミポく 4p3 であるので， p>O，かつ， O~五ピ(j4p3)く 1
である.よって， cosDの範囲は -1くcosDくlである
ので， θの範囲は Oくθくπを考察すれば充分である，
まず q孟0のとき qくOのときの2つの場合に分けて
考える.
q丞0のときは 0孟cosDくlであるので，。の範囲は
Oくθ孟π/2となる.この場合， σ1，σおのの範囲は次に
示したようになる.
31/2/2孟σ1=cos(D/3)くL
-31/2/2;五σ2=cos{(D十2n)/3}く-1/2，
-1/2くσ3=COS{(D+4π)/司王0
したがって， (71)σ3>σ2である.
次に，qくOのときは -1くcosDくOであるので，0 
の範囲は π/2く件くπとなる.ζの場合， σ1，σ2，のの
範囲は次に示したようlとなる.
1/2くσ1=cos(D/3)く3112/2，
-1くσ2=COS{(D十2π)/3}くー31/2/2，
Oくσ3=COS{(D十4π)/3}く1/2
したがって， σ1>σ3>のである.
ゆえに，いずれの場合も， σ1>σ3>0"2 となる.
付録 4
4次方程式(36)の補劫方程式(37)を導出する.2y=
(1+(2十むとし，さらに，次のようにおく.
(H-(~十 (~=A ， (rとi 十(~(~+ (r(~ = B， 
Cふ(3=C
ζのとき，
4y2=A十2((1(2十(2(3+(心)，
16y4=A2十4A((1(2十(2(3十(1(3)
十4B十8C((1十(2十(3)
となる.これを式(36)に代入すれば，
(A2-4sA +4B-16u)+8(C-v)((1十(2十
十(4A-8S)((1(2ート(2(3十(1(3)=0
ゆえに，A=2s， C=りとなるように A，Cを定めれ
ば，A2_4sA+4B-16u=0となり，B を求めると，
B=S2+4uとなる.
したがって， (r， (~，誌は次の z の 3 次方程式の根で
ある.
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z3-Az2十sZ-C2=Z3_2sZ2十(S2-ト4U)2Z
-v2=0 
付録 5
(1， (2， (3と Y1，Y2， y3， Y4 IC次の関係が成り立つζ と
を示す.
(1=Yl十γ2，
(2=Yl十y3，
(3=Yl+Y4 
付録4から (1(2(3=りである. (1(2(3に上式を代入す
ると，
(1(2(3= (Yl + Y2)(γ1十Y3)(Y1十Y4)
=Y汽Y1十γ2+Y3十γ4)十(Ylγ2Y3
+Y1Y2Y4十y1Y3Y4+ Y2Y3Y4) 
式 (36)の方程式の根と係数の関係から
Y1-トY2ートγ3十Y4=0，
Y1YZY3+Y1Y2Y4十y1Y3Y4十y2Y3Y4=V
ζの関係から，
(1(心=V
となる.ゆえに，関係式は成立する.
付録 6
式 (36)より，
y4_sy2-vy-U=0 
乙の Uの4次方程式の根を，y1， Y2， y3， y4とする.ま
た，その判別式を D4で表す.
D4= n (yi-yj)Z 
iくj
式 (36)の根と係数の関係から，
y1十y2十y3十y4=0
である.また，式(38)より，
(1コ=y1十Y2，
(Z=y1十y3，
(3=yl十y4
である.乙の二つの関係式から次式が得られる.
y1= (1 + (2十(3)/2，
Y2=((1 一(2ーら)/2，
Y3=(-(1十(2ーら)/2，
Y4=(-(1-(2十(3)/2
ζれら Yl，y2， y3， y4を D4の右辺に代入して，整理
すると，
D4=((i一位)2((i -(~)2( (~-(D2 
さらに，次の関係式が成り立つ.
Z1=(r， Z2=(~ ， Z3=(~ 
(r， (t (~ ICそれぞれ Zl，Z2， Z3を代入して，まとめる
と，
D4= (Zl-Z2)2(Zl-Z3)2(Z2-Z3)2 
O=Z十α/3の関係から，，2:1=01ー α/3，zz=02-a/3， Z3 
=03ー α/3が導かれる.これらを代入すると，
D4= (01-02)2(01-03)2(02-0S)2=D3 
ただし，D3は式(42)のやj別式である.
上式は 01，02，むの対称、式であるので基本対称式の多
項式で表される.計算結果は，
(01 -(2)2(01-(2)Z(02-(3)2 
= -27012022032-4(0102+ 0103+ (203)3 
式 (42)の根と係数の関係から，
D3= -27(q2_4p3) 
となる.前提①より式(35)の4根は実数としているの
で，y=X十e/4の関係から導かれる式(36)の4根 Y1，
Y2， y3， y4も実数となる.したがって，方程式(36)の判
別式 D4は D4>0となり，これから D3>0となる
ゆえに，D3>0から (q2--4jう3)くOが得られる
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